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Données de cytométrie

Cytométrie en flux : Mesures caractérisant différents parametres sur
des cellules dans un échantillon biologique

Principe

e Mesure de d caractéristiques biologiques sur chaque cellule
Exemple : protéines exprimées a la surface de la cellule

e Une observation X; € R? — valeurs mesurées sur une cellule

CCR7 | CD4 | CD45RA | CD3 | HLADR | CD38 CD8
717.3 | 1146.5 | 3094.8 | 2526.3 | 1333.1 | 1510.2 | 3203.7

Une observation X; € RY correspondant a une cellule biologique

En pratique : mesures sur n cellules — n observations Xi,..., X,
Données disponibles : n € [10°,107] et d € {5,30}
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Quantité d’intérét : les proportions par classe
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Gauche : projection selon 3 bio-marqueurs et classification en K = 10
sous-populations. Droite : proportions relatives des 10 sous-populations.

e Xi,..., X, se répartissent en K sous-populations Ci, ..., Cxk
e Dans cette présentation : on estime les proportions
e Application en immunologie
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Analyse manuelle des données

Classification des cellules en sous-populations en fonction des
parameétres mesurés

=
wCD14(+)
{Monocytes

Leukocytes

CD4(+)
. |ep3m) , |T-lymphocytes
“{T-lymphocytes

d:cD19(+)
. B-lymphocytes

Side scatter (SSC)
Cb;14 - Pféiﬁc Elue
CD3 -APC Cy7
_ CDA-PerCpOYSS

CD45 - AmCyan CD15-APC CD19 —Alexa Fluor 700 CD8 - PE Cy7

Exemple de traitement manuel (Verschoor et al. 2015)

Suite de projections selon 2 parameétres biologiques
Identification des régions a forte densité

Annotation +/— d'un sous groupe en fonction de I'intensité du
signal associé au parametre biologique a chaque étape
Résultat : classification en K sous-populations Cy,..., Cx
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Estimation supervisée

Classification Xi,..., X, en K classes (i, ..., Cx connue

e K connu
e Mesure empirique de Ci

1
g = — Ox: L = #C
fuc = > bx, o me=#Cs

i X;eCy
e — [i1,...,[lkx connues
Modéle de mélange avec composantes [iy, ..., fixk
K
My = {ﬂ,,(e) = Ofi | 0 € ZK}
k=1

e Parametres : poids § € Tx = {0 € RK | Z,ﬁ;l O =1}
e Absence d’hypothese sur la loi de Xi,..., X,

Observations non-classifiées : Y1,..., Yy
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Objectif : proportions dans un jeu de données non classifiées

Stanford 1A - Source data Stanford 3A - Target data
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e Classification : K =2 — fi1, fip, 0 = (01,1 —01) € X,

fin(0) = Z dx, | +(1—61) Z dx,

IX€C1 /X€C2

e Observations non-classifiées (droite) Yi,..., Yn
I 1 m
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Estimateur des proportions

Classification supposée inconnue dans Y1,..., Yn
Objectif : proportions par classe dans Y1,..., Yn

HA)\ = (é\la S é\K) = agg min ﬂ(ﬂn(0)7 79m)

Tx : P(RY)? — R cofit de transport régularisé (Redko et al., 2019)
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Résultats sur données HIPC
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6, +6,12
K = 10 sous-populations, d = 7 parametres, n € [10°,10°] cellules

e Diagramme de Bland-Altman - référence : méthode manuelle
e Un jeu de données : K = 10 points ((0x + 0%)/2, 0k — 0} )1<k<10
e Points proches de I'axe y = 0 : bons résultats 8/39



Ca fonctionne mais...

e CytOpT : ) = arg minges, Ta(in(0), Pm)
(Freulon, Bigot, Hejblum, 2022, AOAS)

e Si \ trop grand, la méthode échoue
. . K
© SiYi,...,Ym~iid vouv=>_,0;uk

Questions

e Proximité 0 et poids 6* ?
e Comment choisir A ?

e Calcul efficace de HAA ?
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Plan

1. Transport optimal régularisé

2. Estimation des poids et analyse statistique

3. Expériences et calcul efficace d'un estimateur des poids
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Transport optimal régularisé
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Probléme de transport optimal de Kantorovich (1942)

1, v . mesures de probabilités sur R 3 support compact
Coiit (au sol) : c(x,y) = [Ix — y|3.

Coiit de transport optimal entre 1 et v

Tolwv) = min / =] 2dn ()
weN(u,v) JRI xR

probleme de Kantorovich

M(w, v) mesures de probabilité ayant pour marginales p et v

e /To(u, ) distance de transport

e Plan de transport optimal : 7 solution probleme
e Existence 7* : oui

e Unicité m* : pas nécessairement

10/39



Transport discret : =), a0, et v =", b,

To(p,v) = min Z Ixi — yil|°mij ot wlp=aetn'l,=5b
i

nxXm
meRY

Classes déséquilibrées classes équilibrées
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e Gauche %(ﬂmi)m) — aj=1/net bj = 1/m
e Droite 76([2"(@)\)7 Um) — aj = a,-(é)\) et by=1/m

Colit algorithmique important : m = n, To(u,v) = O(n3log(n)) /
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Transport optimal régularisé (M.Cuturi, 2013)

Ta(p,v) :=  min / l|x — y||?dm(x,y) + AKL(7|p @ v)
m€N(u,v) JRd xR —_—
régularisation

A > 0 parameétre de régularisation
KL(7|p @ v) = [y, log (%(X,y)) dr(x,y)sit< p®v

e Bénéfice algorithmique : cas discret m=n
Calcul de Tx(p1,v) en O(n?log(n)) opérations

e Probleme mieux posé : existence et unicité de 7y solution

e Cette présentation : étude des performances statistiques de
Tx(p, v) par rapport a To(u, v)

Probleme : choix de A\
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Formulation duale

Transport classique et transport régularisé

Ta(p,v) = max /sodu+/1/)dv—/ my (¢ + ¢)dpdy
X y XY

pEL=(X),
YeL>(Y)

Variables duales: ¢,

e Si\= 07 alors mo((,O + w) = +001<p(x)+1/)(y)>||x—y||2

e Si )\ >0, alors my(p+ 1) = Aexp (go(x)+zp(y£7||x,y”2)

Intérét de la formulation duale

e Solutions numériques : A = 0 algorithme des enchéres
A > 0 algorithme de Sinkhorn, algorithme stochastique
e Analyse statistique : contrdle de |T)\(u, v) — Ta(p, Pn)| par
supger | [ od(v — )l
JF contient les variables duales optimales
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Estimation des poids et analyse
statistique
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Application du transport optimal en statistique

Objectif: Approcher une mesure de probabilité inconnue v avec un
modele paramétrique {19 | 0 € ©} ot © C RP

Ici: Modele de mélange a K composantes i1, ..., ik :
K

My = {,u(e) = Z(‘)k,uk ’ 0 e ZK}
k=1

Projection de v sur My au sens du transport optimal

0" € argmin To(p(0),v) ie. VO € Xk, To(u(0),v) < To(u(0),v)
0ex K

Probléme : en pratique v inconnue
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Estimation de 0 = arg min,y, To(1(0), V)

Hypothese :
e modele {,u(H) =K Ok | 0 € ZK} connu
e observations Yi,..., Y, ~iid. v disponibles

~ 1 n
On remplace v par 0, = 33 7 dy;
— famille d'estimateurs (6))x>0

05 = argmin Ty (u(), 0,) ot A > 0.
ek

e Convergence de ), = GAE\") vers 8* quand n augmente ?
e Comment choisir A ?

e Solutions numériques pour calculer GAA en pratique ?
En cytométrie n € [10°,107].
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Ecart entre @A et 0*

Objectif : contrdler I'écart entre

0* = argmin To(u(0),v) et A\ = argmin Tx(u(0), D)
ek ek

Critere : r(0y,0%) == To(u(0y),v) — To(u(6*), v)
Fait :

0 < r(),0%) < 2esuzp [ To(p(0), v) = Ta(1e(8), 2n)
€2k

Fixons 6 € ¥ i et regardons

To(1(6), v) — Ta(1(0), 2n)]
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Estimation du coiit de transport 7o(u, )

e Mesure ;1 connue

7 1 n
® Yi,...,Yh ~iid V= Up = Ezjzl(syj

Controle de

’76(“7 V) - 7;\(/’67 ﬁn)‘
Tx(p, Pn) est un estimateur de To(u, V)

e Résultat non-asymptotique

E{70(u,v) = Tx(w, 2n)[] < B(n, d, A)

Puis en déduire un choix de )\
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Estimation de 7o(u,v) : état de I'art

Théoreme (Chizat et al., 2020)
Si 1 et v sont a support compact et d > 4

E[[To(w,v) = Top, 2)[] < Gon™>/¢

Peut-on espérer mieux ?
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Estimation de 7o(u,v) : état de I'art

Théoreme (Chizat et al., 2020)
Si 1 et v sont a support compact et d > 4

E[[To(w,v) = Top, 2)[] < Gon™>/¢

Peut-on espérer mieux ?
Théoreme (Manole and Niles-Weed, 2021)
Borne inférieure " minimax”
inf sup E |[To(u,v) = Tol| > Gi(nlog n)=2/4

Tn HEP(X),
veP(Y)

infimum calculé sur I'ensemble des estimateurs de To(u, )

Pour I'estimateur régularisé Tx(u, ) avec A >0 7

ENT(v) = T 21 S (14 532) &5
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Décomposition approximation-estimation

approximation estimation

‘76(/1’7 V) - 73\(“7 ﬁn)| S ‘76(/1’7 V) - 7-)\(/1’7 V)’ + |7j\(/~’L7V) - 73\(,“’7 ﬁn)‘

Controle décomposition approximation-estimation

A partir de (Genevay et al., 2019) et (Chizat et al, 2020)

E[[To(p, v) — T, 2n)|] < Mlog(A™2) + <1 + /\j/2> \}E

approximation

estimation
Compromis approximation-estimation:
)\n = nil/(d+2) = ]E[’%(H7 V) - 7:\n(/1‘7 ﬁn)‘] SJ nil/d+2

Choix de \, mais vitesse sous-optimale (n=2/9 avec To(y, 0p))

Point faible : borne d’estimation (1 + A~9/2)/\/n
20/39



Une erreur d’estimation indépendante de )\

Théoreme (Bigot, Freulon, Hejblum, Leclaire)
Pour A > 0, en dimension d > 4

E[|7(v) — Talis, 0a)l] < Con2/*
Co dépend des supports, de la dimension, pas de \

Retour a la décomposition approximation-estimation :

_ ~ 1 —2/d
E[|To(u, v) — Ta(, 7n)[] S Aog(A™7) + n= /¢

approximation ~ €stimation

e Choisir A\, t.q. |To(p, v) — Tx, (11, )| < Anlog(A, 1) < n=2/d
Corollaire (Bigot, Freulon, Hejblum, Leclaire)
Avec \, = 2/d sid>4
E [ To(k,v) = Ta, (1, 2] S =%/ log(n)

Vitesse quasiment optimale 21/39



Idées de preuve concernant I’erreur d’estimation

En notant 7, = %27:1 (5y[ ol Yi,..., Y, ~jid V,ona

[T (1, v) = Ta(p, 7n)| < sup ‘/g@d(y — D)
pEeEF

JF contient les variables optimales pour le probleme dual
Ta(p,v) = maXe fX dp + fy pdv — fXxy m (¢ + ¥)dudy

Fait : [lx — y[I* = [Ix]|* — 2{x, ) + [y [
Nouveau probleme de transport — coiit s(x,y) = —(x, y)

)= min [ —toy)dn(xy) + AKL(rlne )
mEN(1,v) JRI xR

s(xy)
Lemme : F° = {fonctions convexes et Lipschitziennes}
Résultat connu (Chizat et al. 2020) :

/sod(v — 0n)

E | sup

pEFS

] < n—2/d
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Bilan sur le choix de )\

Ona E[To(uv) — Ta(u. #n)l] S Mog(A~1) + n =2/
Théorie : plus A est petit, plus 7T)(u, ) est proche de To(u, v)
Pratique : prendre A petit ralentit le calcul numérique de Ty (u, )

Compromis : erreur d'approximation — gain algorithmique

Ce dont on ne parlera pas :

e Réduction de I'erreur d'approximation — Sx(u, V)

e Réduction du cofit algorithmique : limitation du nombre
d'itérations de I'algorithme de Sinkhorn
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Choix de )\ pour I'estimation des poids
Retour sur les modéles de mélange :

K
0* = argmin To(u(0),v) et wu(f) = Z@kuk
GEZK k=1

Analyse similaire pour 8 = arg minges, Ta(14(0), 7n)

Théoreme (Bigot, Freulon, Hejblum, Leclaire)

supp(v) compact et Vk € {1,..., K}, supp(ux) compact.

—2/d
Avec \, =2 g

0 < E | To(u(x,) v) = To(u(8*),v)| S n=?/*10g(n)

Extension : probablement vrai pour un modele (14)pco s'il existe K
borné tel que pour tout § € ©, supp(ug) C K
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Expériences et calcul efficace d’un
estimateur des poids
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Données synthétiques

Source Target
1.0 1.0 (©)
° 8 . ) ®
0.8 e s @ ‘ “ @
() @
06 XY 06 @ ®
" Q,
0.4 (@) 0.4 @ ..
) @ ® @ @ (€}
02 02 Qo0 ® ...
L - @ ‘e ®
@
0.0 @ (&) (@) 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Projection 2D d'observations selon un mélange gaussien de K =5
composantes en dimension d = 6

e Dans ces expériences, A varie entre A = 0.0l et A =1
e Calcul 0\ = minges, Tx(1(0),7y) : descente de gradient
o v ="K 0%u, donc 6* connu !
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Evolution des performances de #, en fonction de )

0.030 ° T’\
—— Ol with To
o025 == median with Ty
-— Q3 with To
~ 0.020 °
pu— o
* o
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<
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0.000 R S RO U R
’ 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 0.9 1
4 : Al1] A150] *
Pour A fixé, on calcule 50 estimateurs 05°,...,0," de 0
Expérimentalement : X petit = ||0) — 0*||? petit
Ici n =50, d =6 donc A\, ~ 0.05
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Temps de calcul de 0, en fonction de )

Ta(1,(8), Vm) - Sinkhorn Algorithm

800

0 |IIIIII...-—— ______

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Time in seconds
N w B w (2] ~
o o o (=] o o
o o o o o o

-
=3
[S]

Temps nécessaire pour calculer 50 estimateurs des poids 6

Calcul de VoT(u(0),0y) = algorithme de Sinkhorn 27/39



Résultats numériques sur données de cytométrie en flux

Source Target

CD45RA

Projection 2D des mesures de cytométrie en flux. K = 10 sous-populations
cellulaires identifiées. d = 7 parameétres biologiques sont mesurés

A>0varieentre A\=00let A=1
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Performance de #, en fonction de \ (données de cytométrie)

I
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A
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0.030

Calcul de VT (1(0),0,) : algorithme de Sinkhorn

Expérimentalement : A petit = ||f\ — 6* 2 petit

lci n =100, d =7, \, ~ 0.04 29/39



Calcul et minimisation d’un coit de transport

Gauche : sous-échantillon n = 500. droite : jeu complet n ~ 31000

Calcul de Tx(p, ) ou de VT (u(0), on)

e Discret - discret : Sinkhorn (1964), Cuturi (2013)
e Discret - continu (ou grand support) : Genevay et al. (2016),
Bercu et al. (2020) 30/39



Calcul de I'estimateur 0, = arg minges, Ta(fia(0), v)

Probleme d'optimisation :
Tx(fin(0),v)

—_——
min max 7, 0
0ET « pER? A(‘pv )

J» fonction duale — Jx(¢,0) = [ ¢dfin(0) + fy e dy
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Calcul de I'estimateur 0, = arg minges, Ta(fia(0), v)

Probleme d'optimisation :
Tx(fin(0),v)

—_——
min max Jx(p, 0
0T K QERN (.6)

J» fonction duale — Jx(¢,0) = [ ¢dfin(0) + fy e dy

Régularisation sur I'espace des parameétres (Ballu et al. 2020)

Oy = arg min Tx(fin(0), v) + 7 H(H)
ek

ol H() = S35, Oy log(fx) et 7 > 0

o Modele discret {fi,(0) = S2K_; Ok | 0 € £k} (données
classifiées)
e On peut simuler Y1, Ys2... ~jiq4 v (mesures de cytométrie

arrivent en ligne) )
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Régularisation 7 H : conséquences

in 7x(/in = mi ,0) + 7 H(O
Join T5(fin(0), v) + 7 H() 9@;}{22?@&(90 ) + 7 H(0)

— i 0 H(6
Sggﬂggggﬁ(so, )+ 7H(9)

= max In(p, X+ () + 7 H(x+(9))
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Régularisation 7 H : conséquences

in Ta(fin = mi ,0) + 7 H(O
Join T5(fin(0), v) + 7 H() 9@;}{22?@&(90 ) + 7 H(0)

= i 0 H(0
S‘e?@g;@'zr}(%(@’ ) + 7 H(0)

= max In(p, X+ () + 7 H(x+(9))

Conséquence : 0y, = x(¢*) ol * solution de

max (¢, X-(¢)) + 7 H(x-(¢)) = max Ey, [hy (Y, ¢)]
pERN p€eR

e Algorithme de Robbins-Monro : (¢/)r>0

e Retour vers |'espace des parametres : 0y = x-(¢¢)
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Convergence vers QAM = arg mingcy, Ta(fin(0),v) + 7 H(O)

Théoreme (Freulon)

Si sup,crn Ey~u [Ar (Y, ¢)] admet un maximum, et v < Leb.
On peut calculer une suite (6)¢>0 telle que

0y — 0Oy, presque siirement
{—+oc0 ’

Preuve : méme technique que (Bercu et al. 2020)

Remarque : dans le résultat précédent 7, = 7:\m®"eb
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Convergence vers éM = arg mingcy, Ta(fin(0),v) + 7 H(O)

Théoreme (Freulon)
Si sup,crn Ey~u [Ar (Y, ¢)] admet un maximum, et v < Leb.
On peut calculer une suite (6)¢>0 telle que

0y — 0Oy, presque siirement
f—r+00 ’

Preuve : méme technique que (Bercu et al. 2020)

Remarque : dans le résultat précédent 7, = 7:\Em®"eb

Heuristique (Freulon)

—2/d
Avec Ay = 1—— et 7, =

n—

2/d |, . A T
", I'estimateur 0, . vérifie

R(Ox,7,0%) = E | To(1(Or, 7,)v) = To(u(67),v) | S n*/ log(n)
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Simulation

Source data set Target data set
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e K=10,d =10 et n € [10%,10°]
e Distributions source et cible différentes 34/39



Simulation

0.8

0.6

0.4

0.2

0.00

e Comparaison avec des méthodes de classification
e Avec |'objectif d'estimer les proportions
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Simulation : résultats

0.5{ HEE CytOpT . .
B K-means .
B Random Forest

0.4{ BB QDA (OptimalFlow)

s True §

o
w
-

Proportions

o
N

Classes
e Calcul de 100 estimateurs HAE]T, . ,9[;30]

e Estimation stable
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Résultats cytométrie (HIPC)

CytopT

0.4 OptimalFlow (d.B,I,L,M,M.1,'20)
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Résultats cytométrie (OptimalFlow, Del Barrio et al. 2020)

020 CytOpT 020 OptimalFlow 020 FlowMeans
N - @ CD4+CD8-
0.15 0.15 ® (D56 bright
@ CD56dim
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 -0.05 -0.05 TCRgd-
M+1.96 SD
-0.10 -0.10 ° M-1.96 SD
-015 -0.15 — Mean
-0.20 -0.20
00 01 02 03 04 05 06 00 01 02 03 04 05 06 00 01 02 03 04 05 06

(0; +6012

38/39



Conclusion et perspectives

Bilan

e Développement d'une nouvelle méthode d’estimation des poids
dans un modéle de mélange.

e Minimisation efficace d'un cofiit de transport régularisé par
algorithme stochastique.

e Poursuite des travaux existants sur I'impact statistique du
parameétre de régularisation \.

e Choix du parameétre de régularisation dans des méthodes basées
sur la minimisation d'une distance de transport.
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Valorisation scientifique
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(participation au développement du package associé avec K.Ba)
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e Choix du parameétre de régularisation dans des méthodes basées
sur la minimisation d'une distance de transport.

Valorisation scientifique

e Freulon, Bigot, Hejblum, 2022, AOAS
(participation au développement du package associé avec K.Ba)
e Bigot, Freulon, Hejblum, Leclaire, 2022, soumis

Merci pour votre attention !
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